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Resumen

El desarrollo de modelos de transporte a escalas macroscópicas puede llevarse a cabo mediante técnicas de
escalamiento como el método del promedio volumétrico. Esta técnica consiste en promediar las ecuaciones
de transporte que describen fenómenos a escalas microscópicas para llegar a modelos de medio efectivo.
Dichos modelos se expresan en términos de coeficientes efectivos que pueden calcularse a partir de la
solución de los problemas de cerradura correspondientes. En este trabajo se presenta una formulación
integral basada en funciones de Green para llevar a cabo la solución formal de problemas de cerradura.
Esta metodoloǵıa no sólo proporciona una interpretación f́ısica de las variables de cerradura, sino que
además permite extender el escalamiento a modelos de transporte no lineales. Además, la formulación
integral requiere únicamente la solución de un problema de valor a la frontera para el cálculo de las
variables de cerradura; lo cual representa un avance respecto al método de superposición. Los resultados
de este trabajo ampĺıan el rango de aplicación del método del promedio volumétrico a problemas no lineales
al asociar la parte lineal del problema de cerradura a la función de Green y considerando a la parte no
lineal como una fuente no homogénea.
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Abstract

The derivation of transport models at macroscopic scales can be carried out using upscaling techniques such
as the method of volume averaging. This upscaling technique consists on averaging the transport equations
that describe phenomena at the microscale. The result is the so-called effective medium models, which are
expressed in terms of effective coefficients that can be computed from the solution of the corresponding
closure problems. In this work, we present an integral formulation based on Green’s functions to carry
out the formal solution of closure problems. This methodology not only provides a physical interpretation
of the closure variables, but it also allows solving nonlinear closure problems. In addition, the integral
formulation only requires the solution of one boundary-value problem; this represents an advantage with
respect to the traditional approach. The results from this work extend the range of applicability of the
method of volume averaging to nonlinear problems by associating the linear part of the closure problem
to the Green’s function and considering the nonlinear part as a nonhomogeneous source.
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1. Introducción

El modelado de sistemas que involucran el trans-
porte a través de diversas escalas puede llevarse
a cabo mediante el escalamiento de las ecuaciones
que gobiernan el transporte a escala microscópi-
ca (Bear, 1972). En este tipo de sistemas, es
sabido que los procesos a una escala microscópi-
ca pueden tener una influencia directa en la es-
cala macroscópica (Whitaker, 2009). Entre las di-
versas metodoloǵıas reportadas en la literatura,
se encuentra el método del promedio volumétri-
co (Whitaker, 1999). Este método no sólo per-
mite obtener las ecuaciones de transporte en la
macroescala (ecuaciones de medio efectivo), sino
que además proporciona las restricciones que in-
dican el rango de validez del modelo. Más aún,
el conjunto de suposiciones y restricciones de es-
cala que llevan a la reducción sistemática de gra-
dos de libertad del modelo microscópico que per-
miten llegar al modelo macroscópico ha sido re-
cientemente identificado por Wood (2009) como
reglas de escalamiento. Una caracteŕıstica de los
modelos promedio es que contienen coeficientes
de medio efectivo, los cuales son la conexión con
la microescala. Como lo ha mostrado Whitaker
(1999), para cerrar las ecuaciones macroscópicas
es necesario plantear y resolver un problema de
valor a la frontera para las desviaciones espaciales
de la propiedad a estudiar. Cuando el problema
es lineal, la solución de este problema se expre-
sa como una superposición de soluciones resul-
tantes de otros problemas de valor a la frontera
que suelen ser igual o menos complicados que el
problema original. Las funciones que representan
a dichas soluciones se denominan variables de cer-
radura (ver por ejemplo, Crapiste y col., 1986) y su
dominio corresponde a una región representativa
de la microestructura del sistema (celda unitaria).
El significado f́ısico de los coeficientes efectivos
resultantes del método del promedio volumétrico
suele ser claro y caracteŕıstico del tipo de trans-
porte que se está estudiando; sin embargo, las
variables de cerradura no suelen siempre compar-
tir estas propiedades. De acuerdo con Whitaker
(1999), una variable de cerradura es una función
auxiliar que mapea a las fuentes promedio en los
campos de las desviaciones. A pesar de que esta
interpretación es correcta desde un punto de vista
matemático, deja algunas preguntas sin responder
desde el punto de vista f́ısico. Por ejemplo, esta
interpretación no nos informa si una variable de
cerradura captura o no el efecto de la microestruc-
tura de la celda unitaria. Más aún, la superposi-
ción en variables de cerradura y fuentes promedio

sólo es posible para problemas lineales. En otras
palabras, si el problema de las desviaciones involu-
crara términos no lineales, no seŕıa posible utilizar
el método de superposición. De manera que si no
hacen aproximaciones en el término no lineal, el
proceso de escalamiento queda limitado a prob-
lemas lineales. Lo cual constituye una seria lim-
itación del método del promedio volumétrico.

En este trabajo se presenta una formulación
integral basada en funciones de Green para obten-
er la solución formal del problema de las desvia-
ciones espaciales. El uso de funciones de Green
para la solución de problemas en ciencias e inge-
nieŕıa tiene una larga tradición que puede ir des-
de problemas de transporte y reacción (ver por
ejemplo, Mukkavilli y col., 1987a,b; Arce y col.,
1996) hasta dinámica cuántica, como lo ejemplifi-
can Mishra y col. (1991). En la formulación inte-
gral, una variable de cerradura es, en general, la
integración (en espacio y tiempo) de la función de
Green que describe la influencia de la microestruc-
tura y de las fuentes promedio concentradas en
una determinada posición a un tiempo dado sobre
el campo de las desviaciones espaciales. Lo anteri-
or se traduce en que para calcular los campos de
las variables de cerradura solo es necesario integrar
los campos de las funciones de Green que resultan
de resolver un problema de valor a la frontera.
Esto constituye un avance respecto al método de
superposición, en donde es necesario resolver tan-
tos problemas de cerradura como fuentes prome-
dio existan en el problema de las desviaciones. Al-
gunas de las ventajas que proporciona este tipo
de formulaciones para el estudio de transporte de
calor en medios porosos pueden encontrarse en el
reciente trabajo de Haji-Sheikh y col. (2004). Por
otro lado, cuando el problema de las desviaciones
no es lineal, la formulación integral permite obten-
er soluciones impĺıcitas del campo de las desvia-
ciones, con las cuales es posible cerrar los mod-
elos macroscópicos. El uso de formulaciones in-
tegrales para la solución de problemas de trans-
porte y reacción ha sido explorada recientemente
por Valdés-Parada y col. (2007, 2008a) obteniendo
una rápida velocidad de convergencia con respec-
to a métodos tradicionales como el de diferencias
finitas.

El trabajo está organizado como sigue: en la
Sección 2 se presentan algunas generalidades sobre
formulaciones integrales. Posteriormente, se abor-
da la solución de problemas de cerradura lineales
(Sección 3) y no lineales (Sección 4) en términos
de funciones de Green. Por último se presentan las
conclusiones y perspectivas del trabajo.
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2. Introducción a las formula-
ciones integrales

En esta sección se presentan algunos concep-
tos fundamentales de las formulaciones integrales
para la solución de problemas de valor a la frontera
basados en funciones de Green. Para propósitos de
ilustración, los desarrollos se limitan a problemas
lineales unidireccionales, en los cuales es relativa-
mente simple obtener expresiones anaĺıticas de las
funciones de Green. Sin embargo, esto de ninguna
manera limita las aplicaciones de la formulación
integral.

2.1. Fórmula de Green

Considere la siguiente ecuación diferencial or-
dinaria

d

dx

[
p (x)

du

dx

]
+ q (x)u = f(u) (1)

siendo p y q funciones continuas conocidas de
x ∈ [a, b] y f es un término fuente que puede o no
ser función de la variable dependiente u. Para los
desarrollos que siguen, es conveniente introducir
el siguiente operador diferencial

L (u) =
d

dx

[
p (x)

du

dx

]
+ q (x)u (2)

donde v es otra función continua en el dominio de
x. Aplicando el operador L (·) a las funciones u y
v puede obtenerse la siguiente expresión,

uL (v)−vL (u) = u
d

dx

[
p (x)

dv

dx

]
−v d

dx

[
p (x)

du

dx

]
(3)

Sin embargo, de la regla de la derivada del pro-
ducto entre dos funciones, resultan las siguientes
relaciones

u
d

dx

[
p (x)

dv

dx

]
=

d

dx

[
up (x)

dv

dx

]
−
[
p (x)

dv

dx

]
du

dx
(4a)

v
d

dx

[
p (x)

du

dx

]
=

d

dx

[
vp (x)

du

dx

]
−
[
p (x)

du

dx

]
dv

dx
(4b)

Usando estos resultados en la Ec. (3) se obtiene lo
siguiente

uL (v)−vL (u) =
d

dx

[
p (x)

(
u
dv

dx
− v du

dx

)]
(5)

la cual se conoce como la identidad de Lagrange.

Por otro lado, al integrar la Ec. (5) se obtiene
la fórmula de Green en una dirección, es decir

x=b∫
x=a

[uL (v)− vL (u)] dx = p (x)

(
u
dv

dx
− v du

dx

)∣∣∣∣x=b

x=a

(6)
El uso de la fórmula de Green no está lim-
itado al desarrollo de soluciones anaĺıticas, de
hecho esta fórmula fue usada por Li y Evans
(1991) para resolver problemas de convección de
calor en sistemas bidimensionales usando el méto-
do de elemento a la frontera. Más aún, Kim y
col. (2008) recientemente propusieron descompon-
er sistemáticamente un operador eĺıptico multidi-
mensional en operadores unidimensionales basa-
dos en la fórmula de Green y en la solución
anaĺıtica de la función de Green asociada del prob-
lema unidimensional.

Para concluir esta parte del trabajo es perti-
nente escribir la fórmula de Green para el Lapla-
ciano en dos y tres dimensiones (ver página 416
en Haberman, 2004), respectivamente∫
A

(
u∇2v − v∇2u

)
dA =

∫
C

(u∇v − v∇u) · n dC

(7a)∫
V

(
u∇2v − v∇2u

)
dV =

∫
A

(u∇v − v∇u) · n dA

(7b)

siendo n el vector unitario normal a la frontera
correspondiente.

2.2. Solución de problemas de transporte
y reacción con funciones de Green

Regresando al problema original, la Ec. (1)
puede tomar la siguiente forma:

d

dx

(
xm

dc

dx

)
= xmR(c) (8)

donde m = 0, 1, 2 se refiere a un sistema coorde-
nado cartesiano, ciĺındrico o esférico, respectiva-
mente y x ∈ [0, 1] es la posición adimensional, c
es la concentración adimensional y R(c) denota la
cinética de reacción. Cabe mencionar que al es-
cribir la ecuación anterior se supuso que los cam-
bios importantes ocurren en una sola dirección.
Para completar el planteamiento del problema, se
imponen las siguientes condiciones de frontera

x = 0,
dc

dx
= 0 (9a)

x = 1, c = c0 (9b)
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la primera condición de frontera es consecuencia
de imponer la condición de simetŕıa en el centro
del dominio, mientras que la segunda condición de
frontera supone que no hay resistencias externas
a la transferencia de masa. Asociado a este prob-
lema de valor a la frontera se propone el siguiente
problema lineal

d

dx

(
xm

dG

dx

)
= δ(x− x0) (10a)

x = 0,
dG

dx
= 0 (10b)

x = 1, G = 0 (10c)

En este problema, la variable x0 tiene el mismo do-
minio que x; además δ(x− x0) es la función delta
de Dirac, la cual satisface la siguiente propiedad
de filtración,

x=1∫
x=0

f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (11)

Usando ahora la fórmula de Green unidireccional
[Ec. (6)] y tomando u = c y v = G se obtiene

x=1∫
x=0

[c(x)L {G(x, x0)} −G(x, x0)L {c(x)}] dx

= xm
(
c(x)

dG

dx
−G(x, x0)

dc

dx

)∣∣∣∣x=1

x=0

(12)

O bien, con base en los problemas de valor a la
frontera para c(x) y G(x, x0)

x=1∫
x=0

[c(x)δ(x− x0)−G(x, x0)xmR(c(x))] dx

= c0
dG

dx

∣∣∣∣
x=1

(13)

Resolviendo para la concentración y haciendo la
sustitución formal x→ x0 resulta lo siguiente

c (x) =

x0=1∫
x0=0

G (x, x0)xm0 R (c(x0)) dx0

︸ ︷︷ ︸
influencia de la fuente

+ c0
dG

dx0

∣∣∣∣
x0=1︸ ︷︷ ︸

influencia de la
condición de frontera

(14)

donde se impuso la condición de simetŕıa para
la función de Green alrededor de x0, es decir,

G(x0, x) = G(x, x0). Este resultado es relevante
desde un punto de vista tanto matemático como
f́ısico. A continuación se explica cada punto de
vista

Matemáticamente, la Ec. (14) es relevante
debido a que la solución de problemas de
valor a la frontera lineales y no homogéneos
consiste en la superposición de una solu-
ción general y otra particular. Al utilizar las
condiciones de frontera se obtienen las cor-
respondientes constantes de integración que
resultan en la solución general. Mientras que
la solución particular se propone para tratar
con el término fuente en la ecuación diferen-
cial. En la Ec. (14), el primer término deno-
ta la influencia de la fuente en la ecuación
diferencial, es decir, denota la solución par-
ticular, mientras que el segundo término re-
sulta de la aplicación de las condiciones de
frontera por lo que representa a la solución
general.

F́ısicamente, la Ec. (14) es relevante porque
conserva los mismos principios involucrados
en el problema de valor a la frontera original.
Es decir, en este caso el transporte de masa
se debe tanto a la difusión como a la reac-
ción qúımica. Además, se ha supuesto que
existe una fuente constante de alimentación
en la frontera x = 1. De esta forma, el primer
término en el lado derecho de la Ec. (14)
representa la influencia de la fuente reacti-
va en todo el dominio de la concentración,
mientras que el segundo término representa
la influencia de la concentración en la fron-
tera x = 1 sobre el campo de c(x).

Cabe mencionar que la Ec. (14) solo represen-
ta una solución expĺıcita del problema cuando
el término fuente es independiente de la concen-
tración. Cuando este no es el caso, la solución es
evidentemente impĺıcita y constituye la base de
un método iterativo para la solución de problemas
no lineales. Dicha metodoloǵıa ha sido empleada
por Valdés-Parada y col. (2007, 2008a,b) para la
solución de problemas de transporte tanto pura-
mente difusivo como difusivo y convectivo de masa
y reacción con cinéticas no lineales.

2.3. Solución anaĺıtica de funciones de
Green

Para concluir esta sección se ilustra el cálculo
de funciones de Green para una placa. Sin em-
bargo este mismo procedimiento puede aplicarse
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directamente a problemas en otros sistemas coor-
denados e incluso para el cálculo de funciones de
Green en dos y tres dimensiones. Para una placa
(m = 0), el problema de valor a la frontera asoci-
ado es

d2G

dx2
= δ(x− x0) (15a)

C.F.1, x = 0,
dG

dx
= 0 (15b)

C.F.2, x = 1, G = 0 (15c)

Cuya solución general es

G(x, x0) =

{
ax+ b, x < x0

cx+ d, x > x0
(16)

Usando las condiciones de frontera resulta que
a = 0 y c = −d, por lo que,

G(x, x0) =

{
b, x < x0

d(1− x), x > x0
(17)

Para determinar las constantes b y d se impone
primeramente la condición de continuidad de la
función de Green en x = x0, es decir,

C.F.3, G(x, x−0 ) = G(x, x+
0 ) (18)

de la cual resulta que

b = d(1− x0) (19)

Y la función de Green es ahora función de una sola
constante de integración,

G(x, x0) =

{
d(1− x0), x < x0

d(1− x), x > x0
(20)

Para cerrar este resultado, es necesaria una última
condición de frontera, la cual resulta de integrar la
Ec. (15a) desde x = x−0 hasta x = x+

0 ; y está dada
por

C.F.4,
dG

dx

∣∣∣∣
x=x+

0

− dG

dx

∣∣∣∣
x=x−

0

= 1 (21)

Aplicando esta condición de frontera se obtiene
que

d = −1 (22)

De esta forma, la expresión final de la función de
Green es

G(x, x0) =

{
x0 − 1, x < x0

x− 1, x > x0
(23)

la cual, como se puede notar, satisface la condición
de simetŕıa G(x, x0) = G(x0, x).

Los resultados en coordenadas ciĺındricas (m =
1) y esféricas (m = 2) son, respectivamente:

m = 1, G(x, x0) =

{
ln(x0), x < x0

ln(x), x > x0
(24a)

m = 2, G(x, x0) =

{
1− x−1

0 , x < x0

1− x−1, x > x0
(24b)

los detalles de estos resultados están disponibles
en la literatura (ver por ejemplo el Apéndice en
Valdés-Parada y col., 2007).

3. Interpretación de las vari-
ables de cerradura en el
proceso de escalamiento

3.1. Problemas puntual y promedio

Considere ahora el siguiente problema que de-
scribe el transporte de una propiedad ψγ a través
de un medio poroso ŕıgido y homogéneo (es decir,
de porosidad constante en el tiempo y espacio),

λ{ψγ} = f, en la fase-γ (25a)

ϕ{ψγ} = g, en la interfase γ-κ (25b)

donde λ{·} y ϕ{·} son operadores diferenciales lin-
eales conocidos (ver, por ejemplo, Whitaker, 1999)
y ψγ una función (escalar o vectorial) continua en
la fase-γ, mientras que f y g son términos fuentes
conocidos. Para llevar a cabo el proceso de es-
calamiento, es necesario definir una región de pro-
mediado como la mostrada en la Fig. 1 (Whitaker,
1999). En términos de esta región se introducen los
operadores de promediado superficial

〈ψγ〉 =
1

V

∫
Vγ

ψγdV (26)

e intŕınseco

〈ψγ〉γ =
1

Vγ

∫
Vγ

ψγdV (27)

En las ecuaciones anteriores V y Vγ representan
los volúmenes de la región de promediado, V , y de
la fase γ, Vγ , respectivamente. Ambos operadores
están relacionados de acuerdo a la siguiente expre-
sión

〈ψγ〉 = εγ〈ψγ〉γ (28)

siendo εγ la fracción volumétrica de la fase-γ en la
región de promediado. En la literatura es común
encontrar que el promedio de la velocidad se ex-
presa como un promedio superficial en la ley de
Darcy, mientras que para otras variables como la
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temperatura y concentración, se suele preferir el
promedio intŕınseco (Whitaker, 1999).

L

r
0

l
�

Región de promediado, V

fase-�

fase-�

Fig. 1: Región de promediado y longitudes carac-
teŕısticas del sistema.

La aplicación del operador de promedio super-
ficial a la Ec. (25a), da lugar a

〈λ{ψγ}〉 = 〈f〉 (29)

Intercambiando diferenciación e integración en el
lado izquierdo de la ecuación anterior y usando
la relación de los operadores de promediado [Ec.
(28)] resulta

Λ{〈ψγ〉γ}+ M {ψγ} = 〈f〉γ (30)

los detalles y suposiciones detrás de esta operación
pueden encontrarse en Whitaker (1999). En la
Ec. (30), Λ{·} es un operador diferencial cono-
cido y M {·} es un operador integral que aplica
sobre la interfase sólido-fluido y también es cono-
cido. De hecho, este operador es consecuencia de
la aplicación del teorema del promediado espacial
(Howes y Whitaker, 1985),

〈∇ψγ〉 = ∇〈ψγ〉+
1

V

∫
Aγκ

nγκψγdA (31)

El siguiente paso en el análisis es descomponer
a la función ψγ de acuerdo con (Gray, 1975)

ψγ = 〈ψγ〉γ + ψ̃γ (32)

donde ψ̃γ representa las desviaciones espaciales de
la variable puntual ψγ con respecto a 〈ψγ〉γ . De es-
ta forma, aprovechando la linealidad de los oper-
adores Λ{·} y M {·}, la Ec. (30) toma la siguiente

forma
L {〈ψγ〉γ}+ M {ψ̃γ} = 〈f〉γ (33)

donde, en general, L {〈ψγ〉γ} = Λ{〈ψγ〉γ} +
M {〈ψγ〉γ}. Sin embargo, en casos en que puedan
despreciarse los cambios espaciales de εγ (por
ejemplo en el seno de un medio poroso ho-
mogéneo), se cumple la restricción de escala r0 �
L por lo que L {〈ψγ〉γ} = Λ{〈ψγ〉γ}.

3.2. Problema de cerradura

Para cerrar la Ec. (33), es necesario contar con

el campo de las desviaciones, ψ̃γ . Con este fin, se
resta la Ec. (33) a la Ec. (25a) para obtener

λ{ψ̃γ}+ λ{〈ψγ〉γ} −L {〈ψγ〉γ} −M {ψ̃γ} = f̃
(34)

Basados en las restricciones de escala usuales, es
decir,

`γ � L (35)

donde `γ y L denotan las longitudes caracteŕısti-
cas de la fase-γ y de la macroescala, respectiva-
mente; es razonable, en muchos casos, despreciar
a los términos no locales con respecto a sus con-
trapartes locales, es decir

M {ψ̃γ} � λ{ψ̃γ} (36)

La condición de frontera interfacial para el cam-
po de las desviaciones espaciales resulta de susti-
tuir la descomposición espacial [Ec. (32)] en la Ec.
(25b); y puede expresarse como sigue

ϕ{ψ̃γ} = g − ϕ{〈ψγ〉γ}, en la interfase γ-κ (37)

Más aún, el problema de valor a la frontera para
ψ̃γ se resolverá en una celda unitaria periódica,
como la mostrada en la Fig. 2; por lo que se im-
pone la condición de periodicidad en las entradas
y salidas de dicha celda (Crapiste y col., 1986),

ψ̃γ(r + li, t) = ψ̃γ(r, t), i = 1, 2, 3 (38)

De esta forma, el problema de las desviaciones es-
paciales es

λ{ψ̃γ} = L ∗{〈ψγ〉γ}︸ ︷︷ ︸
fuente volumétrica

, en la fase-γ (39)

ϕ{ψ̃γ} = F ∗{〈ψγ〉γ}︸ ︷︷ ︸
fuente superficial

, en la interfase γ-κ

(40)

ψ̃γ(r + li, t) = ψ̃γ(r, t), i = 1, 2, 3 (41)

donde, para simplificar la notación, se usaron las
siguientes definiciones, L ∗{〈ψγ〉γ} ≡ L {〈ψγ〉γ}−
λ{〈ψγ〉γ}+ f̃ y F ∗{〈ψγ〉γ} ≡ g − ϕ{〈ψγ〉γ}.
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L

Celda unitaria

Fig. 2: Celda unitaria para la solución del proble-
ma de cerradura.

Note que para casos en que se puedan despre-
ciar los cambios espaciales de εγ , se tiene que

L ∗{〈ψγ〉γ} = f̃ .

Por otro lado, si no se impone la suposición de
estado cuasiestacionario, es necesario contar con
una condición inicial para ψ̃γ , la cual puede ex-
presarse como sigue

ψ̃γ = H̃(r), t = 0 (42)

donde H̃(r) representa la distribución inicial del
campo de las desviaciones espaciales. En algunos
problemas de cerradura (ver caṕıtulos 3-5 en
Whitaker, 1999) es además necesario imponer la
siguiente condición

〈ψ̃γ〉γ = 0 (43)

con la que se completa el planteamiento del prob-
lema de las desviaciones espaciales.

3.3. Solución formal del problema de cer-
radura

Siguiendo los desarrollos de la Sección 2, el
problema asociado para el cálculo de las funciones

de Green es

λ{G(r, t;y, τ)} = δ(r− y)δ(t− τ), en la fase-γ
(44a)

C.F.1 ϕ{G(r, t;y, τ)} = 0, en la interfase γ-κ
(44b)

C.F.2 G(r + li, t) = G(r, t), i = 1, 2, 3 (44c)

G(r, t;y, τ) = 0, para t < τ (44d)

〈G(r, t;y, τ)〉γ = 0 (44e)

La Ec. (44d) representa el principio de causalidad,
el cual establece que la función de Green es la re-
spuesta (en la posición r al tiempo t) a una fuente
concentrada en r = y al tiempo t = τ .

Para obtener la solución formal del problema
de las desviaciones espaciales, es necesario expre-
sar la fórmula de Green para un campo tridi-
mensional transitorio; la cual está dada por (ver
Caṕıtulo 11 en Haberman, 2004)

t=τ∫
t=0

∫
r∈Vγ

[
ψ̃γ(r, t)λ∗{G} −G(r, t; r, τ)λ{ψ̃γ}

]
drdt

= −
t=τ∫
t=0

∫
r∈Aγκ

(
ψ̃γ(r, t)ϕ{G} −G(r, t;y, τ)ϕ{ψ̃γ}

)
drdt

∫
r∈Vγ

G(r, 0;y, τ)ψ̃γ(y, 0)dr (45)

donde λ∗{·} es la versión adjunta del operador
λ{·}. Siguiendo el procedimiento de la Sección 2,
a partir de la ecuación anterior se puede obtener
el campo de las desviaciones como sigue:

ψ̃γ(r, t) =

∫
y∈Vγ

G(r, t;y, 0)ψ̃γ(y, 0)dy

︸ ︷︷ ︸
influencia de la condición inicial

(46)

+

τ=t∫
τ=0

∫
y∈Vγ

G(r, t;y, τ)L ∗{〈ψγ〉γ}dydτ

︸ ︷︷ ︸
influencia de las fuentes volumétricas

+

τ=t∫
τ=0

∫
y∈Aγκ

G(r, t;y, τ)F ∗{〈ψγ〉γ}dydτ

︸ ︷︷ ︸
influencia de las fuentes superficiales

donde se han identificado las fuentes de no homo-
geneidad del problema de ψ̃γ , las cuales compren-
den fuentes superficiales y volumétricas aśı como
a la condición inicial.
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Más aún, si se satisfacen las restricciones de
escala, `γ � r0 � L, los términos que involucran
propiedades promedio pueden considerarse como
constantes en las integrales correspondientes y por
tanto, la Ec. (46) se puede expresar como sigue

ψ̃γ(r, t) =

i=n∑
i=0

bi(r, t)Hi{〈ψγ〉γ} (47)

donde n denota el número de fuentes promedio y

b0(r, t) =

∫
y∈Vγ

∂

∂τ
G(r, t;y, 0)H̃(y)dy;

H0{〈ψγ〉γ} = 1 (48)

En la Ec. (47), los coeficientes bi son las vari-
ables de cerradura definidas por (Whitaker, 1999)
y Hi{·} es un operador algebraico-diferencial que
es función de los operadores L ∗{·} y F ∗{·}.

La importancia de la Ec. (46) es que expresa
al campo de las desviaciones espaciales en función
de integrales de la función de Green asociada. Más
aún, dado que el problema de valor a la frontera
para la obtención de las funciones de Green [Ecs.
(44a)-(44e)] se resolverá en la celda unitaria repre-
sentativa de la microestructura; es razonable pen-
sar que los campos de G cambiarán de acuerdo
a la geometŕıa de la celda unitaria. En otras pal-
abras, de acuerdo a la formulación integral dada
por la Ec. (46), las funciones de Green son las en-
cargadas de capturar la información esencial de la
microestructura del medio poroso. Un corolario de
esta observación es que una variable de cerradura
es la integral (en espacio y tiempo) de las fun-
ciones de Green asociadas. Es decir, gracias a las
funciones de Green, las variables de cerradura son
capaces de describir la influencia de las fuentes y la
microestructura en los campos de las desviaciones
espaciales y por tanto en el modelo macroscópico,
como se mostrará más adelante.

Para concluir esta parte del trabajo, se debe
cerrar el modelo macroscópico; para ello se susti-
tuye la Ec. (47) en la Ec. (33), el resultado es

L{〈ψγ〉γ} = 〈f〉γ (49)

donde L{〈ψγ〉γ} = L {〈ψγ〉γ}+M

{
i=n∑
i=0

biH ∗
i {〈ψγ〉γ}

}
.

Cabe mencionar que en el operador diferencial L
están incluidos los coeficientes de transporte efec-
tivos.

3.4. Consistencia con el método de su-
perposición

De acuerdo con Whitaker (1999), la solución
del problema de las desviaciones puede expresarse
directamente como se muestra en la Ec. (47), es
decir aplicando el método de superposición. Sin
embargo, este procedimiento es válido únicamente
para problemas lineales. Cuando este no es el ca-
so, la idea de una superposición no es evidente.
El análisis de problemas de cerradura con fuentes
no lineales se discutirá en la siguiente sección.
Debe notarse que en el método de superposición,
es necesario resolver, en general, n+ 1 problemas
de cerradura; mientras que en la formulación inte-
gral es necesario resolver únicamente un problema
de valor a la frontera para calcular el campo de
la función de Green. Por supuesto, existen situa-
ciones en que es necesario resolver sólo un proble-
ma de cerradura, en cuyo caso la complejidad del
método de superposición es comparable a la de la
formulación integral.

Para ilustrar este punto y mostrar la consisten-
cia de la formulación integral con el método de su-
perposición, considere el proceso de transferencia
difusiva de masa con reacción qúımica homogénea
de primer orden en un medio poroso. Suponiendo
que la fase sólida es impermeable, las Ecs. (25a) y
(25b) toman la siguiente forma

∂cAγ
∂t

= ∇ · (Dγ∇cAγ)− kcAγ , en la fase-γ (50a)

nγκ ·Dγ∇cAγ = 0, en la interfase γ-κ (50b)

donde, cAγ es la concentración molar del reacti-
vo (especie A) en la fase-γ, nγκ es el vector uni-
tario dirigido de la fase-γ hacia la fase-κ, mien-
tras que Dγ y k son los coeficientes de difusión
molecular y de reacción de primer orden, respecti-
vamente. Comparando las Ecs. (50a) y (50b) con
las Ecs. (25a) y (25b), se observa que en este ca-

so ψγ = cAγ , λ{ψγ} = ∇ · (Dγ∇cAγ) − ∂cAγ
∂t ,

f = kcAγ , ϕ{ψγ} = nγκ ·Dγ∇cAγ y g = 0.

Aplicando el operador de promediado superfi-
cial [Ec. (26)] a la Ec. (50a) resulta lo siguiente

∂〈cAγ〉
∂t

= 〈∇ · (Dγ∇cAγ)〉 − k〈cAγ〉 (51)

para obtener esta ecuación se tomó en cuenta la
suposición de que el medio poroso es ŕıgido, por lo

que 〈∂cAγ∂t 〉 =
∂〈cAγ〉
∂t ; además se han despreciado

los cambios espaciales del coeficiente de reacción,
k, dentro de la región de integración. Aplicando
el teorema del promedio espacial [Ec. (31)] para
intercambiar diferenciación e integración en la Ec.
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(51) resulta el siguiente modelo macroscópico no
cerrado,

εγ
∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ ·

[
Dγ

(
∇(εγ〈cAγ〉γ)

+
1

V

∫
Aγκ

nγκcAγdA

)]
− εγk〈cAγ〉γ (52)

donde se usó la relación de operadores de promedi-
ado [Ec. (28)]; además se despreciaron los cambios
espaciales de Dγ y se aplicó la condición de fron-
tera interfacial. Sustituyendo la descomposición
espacial de la concentración (cAγ = 〈cAγ〉γ + c̃Aγ)
en la Ec. (52), se obtiene lo siguiente

εγ
∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ ·

[
εγDγ

(
∇〈cAγ〉γ

+
1

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA

)]
− εγk〈cAγ〉γ (53)

O bien, despreciando los cambios espaciales de εγ
(esto es posible debido a la restricción r0 � L,
Whitaker, 1999),

∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ ·

[
Dγ

(
∇〈cAγ〉γ

+
1

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA

)]
− k〈cAγ〉γ (54)

Comparando las Ecs. (54) y (33) se observa
que en este caso L {〈ψγ〉γ} = λ{〈ψγ〉γ} =

∇ · (Dγ∇〈cAγ〉γ) − ∂〈cAγ〉γ

∂t
, M {ψ̃γ} = ∇ ·(

Dγ

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA

)
y 〈f〉γ = k〈cAγ〉γ .

Siguiendo los desarrollos presentados anteri-
ormente, para cerrar el modelo macroscópico es
necesario contar con el campo de las desviaciones
espaciales de la concentración. Para obtener el re-
spectivo problema de valor a la frontera, se resta
la Ec. (54) a la Ec. (50a) para llegar a

∂c̃Aγ
∂t

=∇ ·

Dγ

∇c̃Aγ − 1

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA




− kc̃Aγ , en la fase-γ (55)

Para simplificar está ecuación se hacen las sigu-

ientes suposiciones

∇ ·

Dγ

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA

� ∇ · (Dγ∇c̃Aγ) ;

∂c̃Aγ
∂t
� ∇ · (Dγ∇c̃Aγ) (56)

las cuales se justifican cuando se satisfacen las re-
stricciones de escala

`γ
L
� 1;

t∗Dγ

`2γ
� 1 (57)

De esta forma, la Ec. (55) se simplifica a

∇2c̃Aγ −
k

Dγ
c̃Aγ = 0, en la fase-γ (58)

Si se siguen los mismos pasos detallados arriba, se
puede demostrar que las ecuaciones que comple-
tan el planteamiento del problema de c̃Aγ son

nγκ · ∇c̃Aγ = −nγκ · ∇〈cAγ〉γ︸ ︷︷ ︸
fuente superficial

, en la interfase γ-κ

(59a)

c̃Aγ(r + li) = c̃Aγ(r), i = 1, 2, 3 (59b)

〈c̃Aγ〉γ = 0 (59c)

Note que, en este caso, no es necesario indicar la
condición inicial ya que se ha impuesto la suposi-
ción de estado cuasiestacionario, la cual es razon-
able para transporte difusivo (Moyne, 1997). Co-
mo se ha considerado una cinética de primer or-
den, ésta puede incluirse en el operador para la
función de Green, de manera que el problema aso-
ciado al problema de c̃Aγ es

λ{G} = δ(x− x0), en la fase-γ (60a)

nγκ · ∇G = 0, en la interfase γ-κ (60b)

G(r + li) = G(r), i = 1, 2, 3 (60c)

〈G〉γ = 0 (60d)

En este caso, λ{·} = ∇2 − k
Dγ

. Usando la

fórmula de Green en tres dimensiones,∫
r∈Vγ

(c̃Aγλ{G} −Gλ{c̃Aγ}) dr

=

∫
r∈Aγκ

(c̃Aγ∇G−G∇c̃Aγ) · nγκ dr (61)

La Ec. (61) se simplifica notablemente al sustituir
las ecuaciones diferenciales y condiciones de fron-
tera interfaciales para c̃Aγ y G, para dar lugar a
la siguiente solución

c̃Aγ(x) =

∫
y∈Aγκ

nγκG(x,y) · ∇〈cAγ〉γ dy (62)
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Sin embargo, si se satisface la restricción de escala
`γ � L, el término promedio puede salir de la in-
tegral de área de manera que la Ec. (62) puede
escribirse de la siguiente manera simplificada

c̃Aγ(x) = bγ · ∇〈cAγ〉γ (63)

la cual corresponde a la superposición propuesta
por Whitaker (1999), donde el vector de cerradura
bγ está definido como

bγ(x) =

∫
y∈Aγκ

nγκG(x,y) dy (64)

Por último, se sustituye la solución del cam-
po de las desviaciones en el modelo macroscópico
[Ec. (53)], para llegar al modelo deseado de medio
efectivo

εγ
∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ · [εγDeff · ∇〈cAγ〉γ ]− εγk〈cAγ〉γ

(65)

donde se recuperó la definición del tensor de di-
fusividad efectiva propuesto por Whitaker (1999),
como

Deff = Dγ

I +
1

Vγ

∫
Aγκ

nγκbγdA

 (66)

O bien, en términos de la función de Green asoci-
ada

Deff

Dγ
=

I +
1

Vγ

∫
x∈Aγκ

∫
y∈Aγκ

nγκnγκG(x,y) dydx


(67)

Dado que la función de Green captura el efecto
de la geometŕıa usada en la celda unitaria, la Ec.
(67) muestra la relación entre el tensor de difu-
sividad efectiva y la microestructura del medio.
Más aún, dado que la función de Green depende,
en este caso, del valor del coeficiente k; Deff es
función de la velocidad de reacción. Esto consti-
tuye una diferencia respecto al resultado presen-
tado por Whitaker (1999) en donde la reacción
qúımica es heterogénea, es decir, tiene lugar en
la interfase sólido-fluido. En ese caso, el problema
de valor a la frontera para las desviaciones de la
concentración es

∇2c̃Aγ = −
(
avk

εγDγ

)
〈cAγ〉γ︸ ︷︷ ︸

fuente reactiva volumétrica

, en la fase-γ

(68a)

− nγκ · ∇c̃Aγ = nγκ · ∇〈cAγ〉γ︸ ︷︷ ︸
fuente difusiva superficial

+
k

Dγ
〈cAγ〉γ︸ ︷︷ ︸

fuente reactiva superficial

, en la interfase γ-κ

(68b)

c̃Aγ(r + li) = c̃Aγ(r), i = 1, 2, 3 (68c)

donde av es el área interfacial por unidad de vol-
umen. El problema asociado sigue estando dado
por las Ecs. (60a)-(60d) tomando λ{·} = ∇2. Us-
ando la fórmula de Green para el Laplaciano en
tres dimensiones [Ec. (7b)] resulta que∫

y∈Vγ

(
c̃Aγ∇2G−G∇2c̃Aγ

)
dy

=

∫
y∈Aγκ

(c̃Aγ∇G−G∇c̃Aγ) · nγκ dy (69)

A partir de la cual se obtiene la siguiente solución

c̃Aγ(x) =−
∫

y∈Vγ

G(x,y)

(
avk

εγDγ

)
〈cAγ〉γdy

+

∫
y∈Aγκ

G(x,y)nγκ · ∇〈cAγ〉γdy

+

∫
y∈Aγκ

G(x,y)
k

Dγ
〈cAγ〉γdy (70)

en base en los problemas de valor a la frontera para
c̃Aγ y G. O bien, tomando a los términos promedio
como constantes en las regiones de integración,

c̃Aγ(x) =

[ ∫
y∈Aγκ

G(x,y)
k

Dγ
dy (71)

−
∫

y∈Vγ

G(x,y)

(
avk

εγDγ

)
dy

]
〈cAγ〉γ+

 ∫
y∈Aγκ

G(x,y)nγκdy

 · ∇〈cAγ〉γ
Los términos entre paréntesis rectangulares de la
ecuación anterior corresponden a las variables de
cerradura sγ y bγ de acuerdo a

62 www.amidiq.com



F.J. Valdés-Parada/ Revista Mexicana de Ingenieŕıa Qúımica Vol. 9, No. 1 (2010) 53-66

sγ(x) =

∫
y∈Aγκ

G(x,y)
k

Dγ
dy

−
∫

y∈Vγ

G(x,y)

(
avk

εγDγ

)
dy (72a)

bγ(x) =

∫
y∈Aγκ

G(x,y)nγκdy (72b)

De manera que la Ec. (71) puede expresarse en la
siguiente forma simplificada

c̃Aγ(x) = sγ(x)〈cAγ〉γ + bγ(x) · ∇〈cAγ〉γ (73)

la cual corresponde a la Ec. (1.4-57) de Whitaker
(1999) tomando ψγ = 0. Más aún, la sustitución
de la Ec. (73) en el modelo no cerrado conduce a
la siguiente ecuación de medio efectivo

εγ
∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ · [εγDeff · ∇〈cAγ〉γ ]− avk〈cAγ〉γ

(74)
Este resultado difiere de la Ec. (65) no sólo en el
último término del lado derecho, sino que además
el tensor de difusividad efectiva no es, en este ca-
so, función de k. Debe notarse que la definición
de Deff sigue estando dada por la Ec. (66). Sin
embargo, en este problema λ{G} = ∇2G, a difer-
encia del caso donde la reacción qúımica es ho-
mogénea y se tiene que λ{G} = ∇· (Dγ∇G)−kG.
En otras palabras, cuando la reacción qúımica es
homogénea la función de Green (y por tanto el
coeficiente de difusividad efectiva) depende tan-
to del transporte por difusión como por la reac-
ción qúımica, mientras que en el caso en que la
reacción es heterogénea, G sólo depende del trans-
porte difusivo y por ende Deff es independiente
de k. La discusión detallada de la funcionalidad
del tensor de difusividad efectiva con el tipo de
reacción qúımica se discutirá en otro trabajo. Por
el momento, es suficiente remarcar que, dada la
naturaleza lineal de los problemas que gobiernan
el campo de las desviaciones espaciales, la formu-
lación integral permite recuperar la misma estruc-
tura de solución que la que se obtiene por el méto-
do de superposición. Más aún, como se puede no-
tar de las Ecs. (72a) y (72), al calcular la función
de Green se pueden determinar las dos variables
de cerradura involucradas en la Ec. (73), mientras
que por el método de superposición es necesario
resolver un problema de valor a la frontera para
cada variable de cerradura.

4. Escalamiento de proble-
mas no lineales

Con el fin de ilustrar la extensión de la formu-
lación integral discutida en las dos secciones ante-
riores al escalamiento de problemas de transporte
no lineales, y sin pérdida de generalidad, considere
el transporte difusivo de masa con reacción qúımi-
ca homogénea en un medio poroso. Las ecuaciones
que describen el transporte del reactivo en la mi-
croescala son

∂cAγ
∂t

= ∇ · (Dγ∇cAγ)−R(cAγ), en la fase-γ

(75a)

−nγκ · (Dγ∇cAγ) = 0, en la interfase γ-κ
(75b)

donde R(cAγ) representa la expresión de la
cinética de reacción, la cual es no lineal en este
caso.

Llevando a cabo el proceso de promediado y
haciendo el intercambio de diferenciación e inte-
gración descrito anteriormente, resulta el siguiente
modelo macroscópico no cerrado

εγ
∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ ·

[
εγDγ

(
∇〈cAγ〉γ

+
1

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA

)]
−εγ〈R(cAγ)〉γ (76)

Para que la Ec. (76) pueda ser usada, es nece-
sario contar con expresiones de c̃Aγ y 〈R(cAγ)〉γ
en términos de 〈cAγ〉γ . Para lograrlo, es necesario
plantear y resolver formalmente el problema de
cerradura. La ecuación diferencial que gobierna el
campo de c̃Aγ resulta de restar la Ec. (76) de la
Ec. (75a), y puede expresarse como sigue

∂c̃Aγ
∂t

= Dγ∇2c̃Aγ −∇ ·

Dγ

Vγ

∫
Aγκ

nγκc̃AγdA


−R(cAγ) + 〈R(cAγ)〉γ , en la fase-γ (77)

Al igual que en el caso anterior, las restricciones

de escala `γ � L y
Dγt

∗

`2γ
� 1 permiten despre-

ciar el término no local de transporte difusivo con
respecto al término de transporte local e imponer
la suposición de estado cuasiestacionario. De esta
forma, usando la descomposición espacial en los
términos de reacción, la Ec. (77) toma la siguiente
forma

λ{c̃Aγ} = R̃(〈cAγ〉γ , c̃Aγ), en la fase-γ (78)
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La cual está expresada en términos de la función
no lineal R̃, definida como

R̃(cAγ) = R(〈cAγ〉γ + c̃Aγ)− 〈R(〈cAγ〉γ + c̃Aγ)〉γ
(79)

y del operador λ{c̃Aγ} = ∇2c̃Aγ . Siguiendo los pa-
sos de la sección anterior, las condiciones de fron-
tera que completan el problema de c̃Aγ son

−nγκ · ∇c̃Aγ = nγκ · ∇〈cAγ〉γ , en la interfase γ-κ
(80a)

c̃Aγ(r + li) = c̃Aγ(r), i = 1, 2, 3 (80b)

Como se cuenta con el planteamiento completo del
problema de c̃Aγ , es posible escribir el problema
asociado para la función de Green, el cual es

L {G(x,y)} = δ(x− y), en la fase-γ (81a)

− nγκ · ∇G(x,y) = 0, en la interfase γ-κ (81b)

G(r + li,y) = G(r,y), i = 1, 2, 3 (81c)

Note que, a diferencia de la Ec. (78), la Ec. (81a)
corresponde a la ecuación de Poisson, la cual es
lineal. Dado que el problema de las desviaciones
de la concentración ha sido planteado en estado
cuasiestacionario, la fórmula de Green es, para una
celda unitaria tridimensional, la siguiente∫

y∈Vγ

[c̃Aγλ{G(x,y)} −G(x,y)λ{c̃Aγ}] dy (82)

=

∫
y∈Aγκ

nκγ · (c̃Aγ∇G(x,y)−G(x,y)∇c̃Aγ) dy

de la cual se obtiene la siguiente expresión para
c̃Aγ ,

c̃Aγ(x) =

∫
y∈Vγ

[
G(x,y)R̃(〈cAγ〉γ , c̃Aγ(y)

]
dy

+ bγ(x) · ∇〈cAγ〉γ (83)

En la Ec. (83) se recuperó la definición del vec-
tor de cerradura bγ (Whitaker, 1999) y es, en este
caso, independiente de la reacción qúımica,

bγ(x) =

∫
y∈Aγκ

nγκG(x,y)dy (84)

Para expresar la Ec. (83) en una forma más com-
pacta se introduce la siguiente variable de cerradu-
ra

sγ(x) =

∫
y∈Vγ

[
G(x,y)R̃(〈cAγ〉γ , c̃Aγ)

]
dy (85)

Por lo que la Ec. (83) se simplifica a

c̃Aγ(x) = bγ(x) · ∇〈cAγ〉γ + sγ(x) (86)

donde el primer término representa la influencia
de la parte difusiva del transporte y el segun-
do representa la influencia de la fuente reactiva.
Por supuesto, la Ec. (86) es una solución impĺıci-
ta, pues sγ depende del campo c̃Aγ . Sin embargo,
en trabajos anteriores (Valdés-Parada y col., 2007,
2008a) se ha mostrado que la velocidad de conver-
gencia de la formulación integral puede superar a
los esquemas t́ıpicos de diferencias finitas. Esto se
debe principalmente a que en una formulación in-
tegral, los errores de aproximación son suavizados
en el paso de integración, a diferencia de esquemas
basados en la discretización de operadores diferen-
ciales, en los que el error se propaga por todo el
dominio. Además, en una formulación integral las
condiciones de frontera (ya sean de tipo Dirichlet,
Neumann o Robin) se incorporan en forma exacta
en la solución, mientras que en el método de difer-
encias finitas es necesario reducir en un orden de
magnitud la aproximación de las derivadas en la
frontera.

Cabe mencionar que, si el problema de cer-
radura se resuelve en la celda de Chang (Chang,
1982, 1983; Ochoa-Tapia y col., 1994) en una sola
dirección, se pueden usar las soluciones anaĺıticas
de las funciones de Green presentadas arriba [Ecs.
(23), (24a) y (24b)], lo cual facilita el proceso it-
erativo. Actualmente se está trabajando en esta
dirección y los resultados se presentarán en una
publicación futura.

Para finalizar esta sección, se sustituye la Ec.
(86) en el modelo macroscópico no cerrado [Ec.
(76)], para llegar a la siguiente ecuación de medio
efectivo

∂〈cAγ〉γ

∂t
= ∇ · (Deff · ∇〈cAγ〉γ)−Reff (87)

donde Deff está dada por la Ec. (66). La Ec. (87)
contiene un coeficiente de reacción efectiva, el cual
se puede calcular a partir del campo de sγ(x) de
acuerdo con la siguiente expresión

Reff = 〈R (〈cAγ〉γ + sγ)〉γ (88)

Siguiendo esta metodoloǵıa puede demostrarse
que el modelo de medio efectivo [Ec. (87)] no tiene,
en general, la misma forma que el modelo mi-
croscópico [Ec. (75a)]. Lo anterior quiere decir, por
ejemplo, que en el caso en que la reacción qúımica
fuese de segundo orden

(
R(cAγ) = kc2Aγ

)
, es posi-

ble que el modelo macroscópico involucre términos
de orden cero, aśı como de primer y segundo or-
den.
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Debe notarse que la metodoloǵıa aqúı prop-
uesta no implica ningún tipo de aproximación de
la expresión cinética. En otras palabras, se ha
mostrado que es posible desarrollar modelos de
medio efectivo cerrados sin necesidad de linealizar
la expresión cinética o restringir el análisis a casos
particulares que limiten el rango de aplicación del
modelo, lo cual constituye un avance significativo
en los procesos de escalamiento.

Conclusiones

En este trabajo se presentó una formulación
integral basada en funciones de Green para la
solución formal de los problemas de cerradura in-
volucrados en procesos de escalamiento usando el
método del promedio volumétrico. Bajo este en-
foque se encontró que si el problema que gobierna
los campos de las desviaciones espaciales de alguna
propiedad es lineal, se pueden recuperar los resul-
tados del método de superposición. De esta man-
era se determinó que una variable de cerradura es,
en general, el resultado de un proceso de integrar
(en el espacio y tiempo) las funciones de Green
que describen la influencia de las fuentes prome-
dio en los campos de las desviaciones espaciales
en una determinada posición y tiempo. Además,
se mostró que las funciones de Green representan
la información esencial de la geometŕıa involucra-
da en la celda unitaria. Esto hizo posible llegar
a expresiones del tensor de difusión efectiva como
función de la microestructura a partir de la fun-
ción de Green asociada.

Entre las ventajas que presenta la formulación
integral respecto al método de superposición se
encuentran las siguientes:

Al plantear la solución del problema de las
desviaciones espaciales mediante la formu-
lación integral se puede identificar directa-
mente el significado f́ısico de cada variable
de cerradura. Esto se traduce en un mejor
entendimiento de los términos que compo-
nen el campo de las desviaciones espaciales
y en los coeficientes efectivos que resultan en
los modelos macroscópicos.

Para cerrar una solución formal es necesario
resolver sólo el problema de valor a la fron-
tera que determina el campo de las funciones
de Green. Por otro lado, en el método de su-
perposición es necesario, en general, resolver
tantos problemas de valor a la frontera como
fuentes de desviaciones existan.

La formulación integral puede extenderse

para el estudio de modelos de transporte que
involucren términos de fuente no lineales sin
necesidad de aproximar dichos términos. En
este caso, el resultado es una solución im-
pĺıcita con la cual se puede cerrar el modelo
macroscópico.

Actualmente se está trabajando en la apli-
cación de esta metodoloǵıa a una variedad de
situaciones de interés en ciencias e ingenieŕıa. En-
tre ellas se encuentra la discusión de la funcional-
idad del tensor de difusión efectiva con el tipo de
reacción (homogénea o heterogénea) que se lle-
va a cabo en el medio poroso. Además, se están
investigando metodoloǵıas numéricas eficientes y
paquetes computacionales comerciales que permi-
tan calcular las funciones de Green en celdas uni-
tarias simples (medios homogéneos y ordenados)
y complejas (en regiones de cambios geométricos
drásticos, medios aleatorios, dominios resultantes
del procesamiento digital de microfotograf́ıas de
sistemas reales, etc.).
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